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I recenti sviluppi della scienza dei materiali e dei procedimenti di
fabbricazione rendono possibile la realizzazione di strutture e di
materiali con proprietà microscopiche (e sub-microscopiche)
finemente calibrate.

Per una migliore comprensione del loro
comportamento sono necessari modelli matematici che tengano
conto dell’interazione tra fenomeni che hanno luogo su differenti
scale spaziali e temporali. Poiché il loro divario può essere enorme,
i fenomeni che interessano sono spesso descritti da teorie fisiche
diverse: per esempio, dalla meccanica quantistica a scala atomica e
sub-atomica, dalla meccanica statistica su una scala mesoscopica e
da una qualche teoria di (termo-)meccanica dei continui su scale
abbastanza grandi (ma, in parecchi casi fortunati, non cos̀ı grandi
come ci si aspetterebbe). L’approccio che propongo alla risoluzione
di questi problemi è l’accoppiamento ‘on the fly’ tra dinamica
molecolare e termomeccanica dei continui, basato su una
reintepretazione multi-scala e un’estensione del metodo introdotto
trent’anni fa da Andersen, Parrinello e Rahman.
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materiali con proprietà microscopiche (e sub-microscopiche)
finemente calibrate. Per una migliore comprensione del loro
comportamento sono necessari modelli matematici che tengano
conto dell’interazione tra fenomeni che hanno luogo su differenti
scale spaziali e temporali.
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materiali con proprietà microscopiche (e sub-microscopiche)
finemente calibrate. Per una migliore comprensione del loro
comportamento sono necessari modelli matematici che tengano
conto dell’interazione tra fenomeni che hanno luogo su differenti
scale spaziali e temporali. Poiché il loro divario può essere enorme,
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di questi problemi è l’accoppiamento ‘on the fly’ tra dinamica
molecolare e termomeccanica dei continui, basato su una
reintepretazione multi-scala e un’estensione del metodo introdotto
trent’anni fa da Andersen, Parrinello e Rahman.



I recenti sviluppi della scienza dei materiali e dei procedimenti di
fabbricazione rendono possibile la realizzazione di strutture e di
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i fenomeni che interessano sono spesso descritti da teorie fisiche
diverse: per esempio, dalla meccanica quantistica a scala atomica e
sub-atomica, dalla meccanica statistica su una scala mesoscopica

e
da una qualche teoria di (termo-)meccanica dei continui su scale
abbastanza grandi (ma, in parecchi casi fortunati, non cos̀ı grandi
come ci si aspetterebbe). L’approccio che propongo alla risoluzione
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2

N∑
i=1
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MD cell: a cartoon
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Basic Lagrangian
(per cell)

L : (p, ṗ) 7→

1
2

N∑
i=1
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U>(PM)

PM := (p, p2, . . . , pm, . . . , pM) , pm := p+ tm

• Uinh . . . far-field effective potential
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2

N∑
i=1
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Drawbacks

• Number of particles, total energy, and volume
(N,E, V ) stay constant ( =⇒ microcanonical
ensemble).

• Also the shape of the MD cell does not change.
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APR cure
(my reconstruction)

τ 7→ (a1(τ), . . . , a`(τ), . . . , an(τ))

a`(τ) = F(τ) e` (1 ≤ ` ≤ n)

pi(τ) = po(τ) + ri(τ) = po(τ) + F(τ) si(τ)

• po . . . cell centre

• r := (r1, . . . , ri, . . . , rN) . . . radius vectors
(w.r.t. po)

• F . . . cell deformation

• s := (s1, . . . , si, . . . , sN) . . . scaled radius vectors
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(b) s(τ) = s(τ0) . . . Cauchy-Born rule

(c) s(τ) = S (F(τ); s(τ0)) . . . static condensation
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APR recipe:
extended Lagrangian

LAPR : (s, ṡ;F, Ḟ) 7→

1
2

N∑
i=1

mi ṡi ·(C ṡi) + 1
2 M·(Ḟ>Ḟ)− Ũ(Fs) + V0S·F

• C := F>F . . . cell metric

• M (= W I) . . . scaled cell inertia tensor (given)

• V0S . . . prototype volume×applied stress (given)

. assuming: U i
1 = 0 , Uinh(p) = −V0S·F
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1
2

N∑
i=1
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APR recipe:
equations of motions

mi(s̈i + C−1Ċ ṡi) = −F−1DiŨ |Fs

MF̈ = V0S−
N∑
i=1

(
si⊗DiŨ |Fs − F(mi ṡi⊗ ṡi)

)
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A quote from Parrinello & Rahman 1981

Whether such a Lagrangian is derivable from
first principles is a question for further study.



Behind APR recipe:
the artless Lagrangian

Lartl : (s, ṡ; po, ṗo;F, Ḟ) 7→

1
2

N∑
i=1

mi ṡi ·(C ṡi) + 1
2

(
N∑
i=1

mi si⊗si

)
·(Ḟ>Ḟ)

+ 1
2

(
N∑
i=1

mi

)
|ṗo|2

+

(
N∑
i=1

mi ṡi⊗si

)
·(Ḟ>F)

+ 1
2

(
N∑
i=1

mi(Fsi)̇

)
·ṗo

−Ũ(Fs)+V0(S·F+b·(po−o))
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|ṗo|2

+

(
N∑
i=1

mi ṡi⊗si
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+ 1
2

(
N∑
i=1

mi

)
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mi ṡi⊗ si ∈ Skw
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Beyond APR recipe
Interpretation:

• M =
N∑
i=1

mi si⊗ si & Ṁ ' 0

⇒
N∑
i=1

mi ṡi⊗ si ∈ Skw

• skw(Ḟ>F) = 0 ⇐⇒ skw(ḞF−1) ' 0

• ṗo ' 0



Beyond APR recipe
Scale separation:

• The scaled cell inertia tensor is slowly varying.

• The rigid component of the cell motion is slow,
i.e., it cannot be gauged on the cell scale.

• The stress is nearly uniform over the cell, i.e.,
its divergence cannot be gauged on the cell scale.

• The stress-strain relation is gauged on the cell scale.
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Interacting APR-like cells

• Construct macroscopic fields by interpolation (denoted by ⇑)
over an array of widely spaced cells:

⇑F , ⇑S , ⇑po , ⇑b , ⇑ρ0

(
ρ0 :=

1
V0

N∑
i=1

mi

)

• Enforce balance of force at supra-cell scale:

d̃iv⇑S + ⇑b− ⇑ρ0p̈o = 0

• Enforce compatibility of deformation at supra-cell scale:

⇑F = ∇̃⇑po

• These conditions determine the stress S and the mean
position po (to within a rigid motion).
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